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RESUMO

Neste trabalho apresentamos um estudo da parametrizacao do espaco das rotacoes
3D pelo conjunto dos quatérnios, com énfase as vantagens que esta representacao
tem em relacao a outras mais populares como angulo-eixo, angulos de Fuler e por
matrizes. Um estudo comparativo baseado em critérios de custo computacional,
operacionalidade e qualidade grafica de animacoes obtidas por interpolagoes, bem

como algumas implementacoes de procedimentos utilizados sao apresentados.
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ABSTRACT

In this work we presented a study about rotations parametrization by quaternions,
with emphasis to the advantages that this representation has in relationship the oth-
ers more used as angle-axis, Euler angles and matrices. A comparative study based
on criteria of computations cost , functionality and graphic quality of animations
obtained by interpolation, as well as some implementation of used procedures are

presented.

Keywords: rotations, quaternions, interpolation, animation
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INTRODUCAO

Neste trabalho estudamos a parametrizacio de rotacdes no espaco IR® por
quatérnios e as facilidades que esta representacao introduz nas interpolagoes rela-
cionadas a geracao de animacoes por computador. Para efeito de comparacao,
apresentamos também as representacoes mais utilizadas de rotacoes 3D, a saber:
por angulo-eixo, por matrizes e por angulos de Euler.

Na producao de animacoes, a representacao por quatérnios destaca-se das
demais, qualitativamente pela uniformidade com que gera quadros interpolados e,
quantitativamente pelo niimero reduzido de operacoes exigidas, que se traduz em
baixo custo computacional.

A escolha do tema se justifica pela importancia que a transformacao rotagao
tem em varias areas do conhecimento, como, por exemplo, navegacao aérea, visao
computacional, robdtica, mecanica cléssica, fotogrametria e computacgao grafica.

A fundamentagado deste trabalho estd nos artigos de (Shoemake, 1985),
(Shoemake, 1991), (Erick et ali., 1998) e os livros de (Gomes et ali., 1998),
(Verth et ali., 2004).

Na secao 1 construimos a &algebra dos quatérnios, destacando suas pro-
priedades estruturais. Na secao 2 discutimos rotagoes 3D. Partindo da expressao
eixo - angulo, conhecida como Férmula de Rodrigues, obtivemos as representagoes
matricial e quatérnica. A representacao por angulos de Euler e algumas conversoes
também sao discutidas nesta secao. Na secao 3 discutimos os métodos de interpo-
lacao e os problemas apresentados por cada uma das representacoes utilizadas na
animacao resultante.

Finalmente, apresentamos as conclusoes. Nos apéndices, apresentamos os
procedimentos em linguagem Maple, que implementam as principais operacoes com

quatérnios e algumas das animacoes apresentadas nas figuras do texto.



1 QUATERNIOS

1.1 Operagoes Basicas

No espaco IR?, sdo bem conhecidas as operacoes adicao e multiplicagao
por escalar. Se q; = (wy,71,%1,21), Qs = (W, Ty, Y2, 22) sdo elementos do R* e

a € R, entao:

q; +qy = (w1 +wy,x1+ 22,51 + Y, 21+ 22),

aq, = (aw,ax,ay,az).

No que segue, vamos definir uma multiplicagiao no espaco IR*. Para tanto,
consideremos a base canonica B = {1,i,j,k}, onde 1 = (1,0,0,0), i = (0,1,0,0,0),
j =1(0,0,1,0), e k = (0,0,0,1). Nesta base, os vetores q, e g, podem ser escritos

na forma:

q = wl+xi+yj+ank
Ay = wol + 1ol + yoj + 29k

Definimos o produto dos elementos desta base pela tabela:

Usando a representagao (*) obtém-se:



a1dy = (wnl+zi+yj+ 21k) (wel + 29d + 12§ + 22k) =

w Wy + Wil + wiyaj + wizek
a:lei + a:la:Qii + a:lyQij + a:lz’Qik

Y1wa) + Y1TeJi + y1y23i + Y1223k

+ o+ o+

le2k + zla:Qki + Zlkaj + 2’12’2kk

wiwy — (129 + Y1Ys + 2129) + wi (211 + y1j + 21K) + wo (21 + yoj + 20k)
+ (y1z2 - y22’1)i + (2’1372 - Z2a71)j + (371y2 - $2y1)k

Identificando v; = z1i + 1] + 21k, Vo = ol + 9] + 20k com vetores do ]R3,

temos:

Vi-Vy = Z1Ty+ Y1Ys + 2129 (produto escalar),

V1 A Vo = <y1Z2 - y2Z1)i + (Zla?Q - ZQQ?l)j + (a:lyQ - QTle)k (produto Vetorial),
e entao:

q1qy = WWy — V1 * Vo + Un V1 + wevy + Vi A Vo

Definicao. O conjunto IR* munido das trés operacdes:

q; +9y = (wi+we,zy + o, ys + Y2, 21 + 22),
a-q; = (OéwhOéa?l,Oéyl,OéZl);

A9, = (wiwy — Vi Ve, wWiVi+ WeVy + Vi A Vy),

onde q; = w1l +z1i+y1j+ 21K, qy = wol +mol +ypj + 20k, vi =i+ yij + 21k,
e Vg = Tol + Y] + 29k serd chamado Conjunto dos Quatérnios e serd indicado

por H.

Defini¢ao. Dado q = (w,z,y,2) = w+ 2i + yj + 2k € H, a primeira com-
ponente w é chamada parte real de q, e o vetor v = (z,y,2) = zi+ yj + 2k é
chamada parte imaginaria de q.

E usual representar um quatérnio q = (w, z,y,2) = w + xi + yj + 2k na forma
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compacta [w, v|, onde w é a parte real e v =zi+yj+ 2k éa parte imaginaria.

Se
9 = wil+mi+yj+ak

qy = wl+ i+ yaj+ 0k e
a € R,
entao as formas compactas da soma, multiplo e produto de q; por q, sao

definidas por:

q,+qy, = [wi+wy, Vi+ Vo
aq, = [oaw, avy] ,
qQ1qy, = [wiwy — Vi Ve, WiVi+ WaVa + Vi A Vy)]

1.2 Propriedades Estruturais

Definicao.
0o ¥ [0, 0i+ 0j +0k], é chamado quatérnio nulo
1 Y [1, 0i+ 0j + 0k], é chamado quatérnio unidade
—-q, = [—wy, —vy], é chamado oposto de q; = [wy, V]

-1 dgf wy
@ = [‘qu’

oy =wi+ai+y]+22 e q==w1l+zi+yj+zke H énio nulo.

HX_IH]’ é chamado inverso de q;, onde
1

Proposicao. valem as propriedades abaixo para as operacoes de H.

Para quaisquer que sejam q,q,,q3 € H, tem-se:



(A1) q+ (g +aq;) = (q; +99) +qs, ( associativa da adigao)

(Ap) qQ,+9 = 9y +4qy, ( comutativa da adigao)

(As) O+q, = q,+0=qy, (Neutro Aditivo)

(A4) 9, +—q9 = —q;+q; =0, (Existéncia do Oposto)

(M) qi(993) = (0192)as, ( Assoc. da Multiplicagao)

(Ms) ql = 1q, =1, ( Neutro multiplicativo)

(Ms) qq’ = q;'q =1 (Existéncia do Inverso para q, # 0)
(D) q:(qs +a3) = qqy +q;q; (Distributiva & direita)

(Dy) (ay +dy)d3 = 9195 + 93 (Distributiva & esquerda)

Observacgao. A multiplicacdao de quatérnios nao é comutativa , tomando-se por
exemplo q; =1[2, i+j+k|, q,=1[3, 2i+j—K]|, tem-se q;q, = [4, 5i+ 2j + 0k]
e qyq; = [4, 9i+2j+ 2k

1.3 Conjugados, Norma e Mddulo.

Defini¢ao. O conjugado de um quatérnioq = [w , v|=w+zi+yj+ 2k é o
def

quatérnio q* = [w , —v] = w — xi — yj — 2Kk, obtido de q negativando-se a parte
imaginaria.
Definigao. A norma de um quatérnio q = [w , v] = w+ zi + yj + 2k ,

indicado por ||q|| ou Nor(q), é o nimero real nao negativo definido por :

lall < aq® = w? + 27 +y? + 2.
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Definigao. O médulo de q = [w, v|] = w+ zi + yj + 2k é o nimero

real nao negativo:

def
lal € llall = vaq® = yuw? + 22 + 32 + 22

Proposicao. A conjugacao de quatérnios tem as seguintes propriedades:

(1) (q")" = q ( o conjugado do conjugado é o préprio quatérnio)

* gk

produto(cz)  (gp)* = p*q ( o conjugado do produto é o dos conjugados

na ordem inversa)

(es) (ga+p)* = q"+p* (o conjugado da soma é soma dos conjugados)

Prova. Pondo q=[w, v] e p=[w , V] temos:

() (a) = (w, V)=, -(=v)]=w, v=q
(c2) (gqp)* = ([w, v][w, V) =ww —v-v' |, —wv —w'v—-vAV]|
= [w/ ) _V/][w ) _V] =p'q’

(cs)  (a+p) = (w, v+, V) =(w+v, v+v])
= [w_l_w/ ) _<V+V/)] = [w 7_V]+[w/ ) _V/] :q*+p*

Proposicao. Norma e Médulo de quatérnios tem as seguintes propriedades:

(n1)  all = la|

la = g7
(nz)  lap|| = |lal| ||p]|
lap| = |d |p]

Prova. Como antes, pondo q = [w , v] e p = |w



(m1) ol = w422 +y*+2" = w4t (—2) + (—y)* + (=2)" =|lq|

o = Jldll = Jllall = |a7]

(nz)  llap|| = (ap)(ap)* = (ap) (p*q") = q(p p*)a* = |ld/| [|p]]

lap| apll = llall el = /llally/llpl|

1.4 Unitarios e Forma Polar.

Definigao. Dizemos que um quatérnio q é unitério se |gq| = 1.

A cada q # 0 € H corresponde um quatérnio unitario (Al, chamado unitario de

q, definido por (Al: GIE

Definicao. O subconjunto dos quatérnios unitarios:

S={qe H /|q =1},

é chamado Esfera Unitaria de H.

Proposicao. valem as seguintes propriedades para quatérnios unitarios:

(s1) gqpe S, VYq,pe S (produto de unitérios é unitério)

(s2) q'e S, Vqe S, (inverso de unitério é unitério)
(ss) 1e S (0 neutro multiplicativo é unitério)
Prova.

(s1) lap| = laflp| = 1-1=1

(s2) la'| = lgarl = & = lal =

(ss) |1 = |[1, 0i+0j+0kK]|=+1=



Da proposicao acima segue o:

Corolario. A esfera unitaria S é um subgrupo do grupo multiplicativo dos

quatérnios nao nulos:

H"={qe H /q#0}.

Proposigao. ( Forma Polar) Paracadaq=[w,vl]e S ={qe H /|q| =1},

. . A
existe § € (—, 7] e um vetor unitdrio uc R?® tal que,

q = [cos(0) , sm(&)ﬁ]

Prova. Seja q = [w , V] unitdrio. Temos dois casos a considerar:
v=0ib+0jb4+0kb=0 ev#QO.
Sev=0entaoq=[1, 0]. Tomando-se # =0 e i um vetor unitério qualquer do

IR? teremos: q = [1,0] = [cos(0) , sm(O)ﬁ]

Se v # 0, entao podemos escrever q = [w , b ﬁ], onde b = ’V’ e ﬁ = %,
ou b = —|v]|e u = —%. Sendo ||q|| = w? + b = 1 temos que o ponto

(w,b) estd na circunferéncia unitéria do IR?, portanto existe 0 € (—m,m), tal que,

cos(0) =w e sin(f) =b. Assim temos:

q = [cos(0) , sin(0) ﬁ]

Observagao. A representacao acima nao é tnica.



2 ROTACOES 3D

2.1 Preliminares

Os parametros de uma rotagao no espaco sao: um eixo E pela origem com direcao
a , chamado eixo de rotagao e um angulo de medida 6 chamado angulo de ro-
tagao. Nosso objetivo é contruir uma fungao R(6, ﬁ) :IR® — IR® que associa a cada
ponto p(x,y,z) do IR* um tinico ponto P (z,y,2) do IR*, que é o rotacionado de p,
em torno do eixo E, de angulo 6.
Vamos inicialmente obter uma expressao vetorial para fungao R(0, ﬁ) que permitira
detectarmos sua linearidade e, em seguida, determinaremos sua representacao ma-

tricial na base canonica do IR®. Posteriormente iremos obter uma representacao de

R(0, ﬁ) por quatérnios.

2.2 Expressao Vetorial de R(0, ﬁ) - Férmula de Rodrigues

Na figura ao lado, o vetor JL é a projecao ‘Z\ )
do vetor 6p sobre o eixo E pela origem na U
direcao de ﬁ, portanto
OL= proj, (Op) = (p- 1) .
Estamos indicando por v o vetor
(ﬁ A Ep), isto é,
v=UAIp=1 (p— (p-) )= 0 g
Y ANp '
X
Observamos que | v | = ]ﬁ A 5p | = ]ﬁ] ] 5p | sen(m/2) = | 5p |.  Também sendo
p = R(Q,ﬁ)p, temos que | L??’ | = | 5p |, pois R(Q,ﬁ) preserva distancias. Assim,
VI=1Lp' =1 Ip| e |¥|L]|Lp, logo

—

L??’: cos(0) 5p +sen(0) v

I



portanto
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A

R(0,u)p

Opf

OL + Ly

(p-0) u+ cos(&)(fp) + sen(0) v
u+ cos(&)((?p — (7L) + sen(0) v

(p-u)
) i cos(0) p — cos(0)(p - ﬁ) U+ sen(@)(ﬁ A p)
)

(p-
cos(0)p+ (1 —cos(0) )( pﬁ) U+ sen(@)(ﬁ A D)

A
u
A
u

Provamos acima o seguinte:

Teorema. A rotacio de angulo 0, de wm ponto p € R* em torno de um eizo pela

. . A , .
origem K, com vetor diretor unitario u , é dada pela expressao:

Ay A

cos(0)p+ (1 —rcos(0) )(p-u)u+ sen(@)(ﬁ A p)

2.3 Linearidade e Representagao Matricial de R(6, G)

A

Da expressao acima vemos que a rotagao R(6,u) : IR* — IR* é uma aplicacéo linear.

Indicando por B = {e; = (1,0,0) ,e2 = (0,1,0) ,es = (0,0,1)} a base canonica do

. A
R ? e assumindo que nesta base u= | y

Uy

y |, temos:

Uy
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1 Uy 0
[R(0 ﬁ)]el = cos(0)| 0 |+ (1—cos(0)us | u, |+sen(0)| u
0 U, —Uy
cos(0) + (1 — cos(0))u?
= | uyuy(l—cos(0)) + u,sen(d)
uzti, (1 — cos(0)) — uysen(0)
Analogamente temos:
0 Uy —u

[R(@,ﬁ)]eQ = cos(0)| 1 | +(1—cos(0 u, |+ sen(0) 0

(1 — cos(0))uyu, + sen(d

0 Uy, —Uy,
[R(@,ﬁ)]eg = cos(0)| 0 |+ (1— cos( u, | +sen(0) | —u,
1 0
(1 — cos(0))u,u, + sen(0)e
= (1 — cos(0))u,u, — sen(d)u portanto

(1 — cos(0))uyu, — sen(6
= cos(0) + (1 — cos( e

cos(0) + (1 — cos(
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R0, w)] =
cos(0) 4 (1 — cos(0))u? (1 — cos(0))uyuy — sen(f)e; (1 — cos(0))uzuy + sen(f)ey
gty (1 — cos(0)) +uzsen(0)  cos(0) + (1 — cos(0))u? (1 — cos(0))uuy — sen(0)uy

upu, (1 — cos(0)) —uysen(0) (1 — cos(0))uyu, + sen(Quy  cos(8) + (1 — cos(0))u?

Pondo ¢ = cos(0 e s = sen(0) obtemos a matriz simplificada:

c+ (1 —cpu2 (1 — Quguy — suy (1 — c)ugyu, + suy
A
[R(0,0)] = | (1 — c)uguy + su, c+(1—cu (1 — cJuyuy — sug (*)
(1 — )ugu, — suy (1 — c)uyu, + suy c+ (1 —c)u?

2.4 Rotagoes em torno dos Eixos Coordenados

Se o eixo de rotacao é um dos eixos coordenados, digamos F = Oz, entao o
vetor diretor é 4 = (U, 1y, u,) = (1,0,0). Substituindo em (*) obtemos a conhecida

matriz de rotacao em torno de Ox:

1 0 0
[R(0,0z)] = | 0 cos(f)) —sen(0)
0 sen(d) cos(f)

Analogamente, para os casos /' = Oy e £ = Oz, temos u= (0,1,0) e u= (0,0,1),

valores que substituidos em (*) fornecem as matrizes:

cos(0) 0 sin(f)
[£(0,0y)] = 0 1 0 e
—sen(0) 1 cos(0)
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cos(0) —sen(f) 0
[R(0,0z2)] = | sen(f) cos(0) 0
0 0 1

2.5 Parametrizagao por Angulos de Euler

Uma rotacdo R transforma a base canonica B = {e;, ey, ¢35} do IR® em outra base
ortonormal positiva B' = {by,by,b3}, isto é, R(e1) = f1, R(es) = fo, R(ez) = fs.
Pode-se mostrar (Gomes et ali.,1998), que existem trées rotagdes sucessivas em torno

de eixos distintos do espago, de angulos repectivamente ¢, 6 e 1, tais que,

R:R¢OR90Rw

Define-se ¢, 0 e v, como os angulos de Euler da rotacao R, os quais sao larga-
mente usados em Mecanica Cléssica.

A definicao de angulos de Euler dada acima explora a idéia de rotacao como
mudanca de coordenadas. O conceito de angulos de Euler utilizados em Robdtica,
Computagao Gréfica e Aviagao é resultante de outra abordagem, que mostraremos
a seguir.

Seja R uma rotacao de angulo 6, em torno de um eixo E pela origem. E possivel
mostrar (Gomes et ali., 1998) que existem rotacdes Ry,, Ry,, e Ry,, em torno dos

eixos coordenados Oz, Oy e Oz respectivamente, tais que,
def
R = R(Qm,Qy,Qz) = R@z 9] R@y 9] R@Z

A representacao acima apresenta varios problemas. Um deles é a falta de uni-
cidade, o que significa que uma mesma terna de angulos de Euler pode representar

varias rotagoes. Isto ocorre porque a representacao depende da fixacao da ordem
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dos eixos coordenados (anisotropia). Existem doze possibilidades que tornam a rep-
resentacao ambigua. Outro problema é que a determinacgao dos angulos de Euler de
uma dada rotacao nao é simples. Também a parametrizacao que se obtém com estes
angulos nao é global. Um sério problema, talvez o mais perturbador, é o fenémeno
conhecido com ” Gimbal Lock”, que pode ser traduzido matematicamente como per-
da de um grau de liberdade e ocorre sempre que um dos angulos parametro tem
90°. Para exemplificar, consideremos a rotagao R = R(0,,90,0,). Usando relagdes
trigonométricas mostra-se que R = R((0, — 0,), 90, (0, — 0.)). ou seja, perdeu-se
um grau de liberdade. Um exempo concreto, de facil verificagdo geométrica, é que a

rotagao R(90,90,90) tem o mesmo efeito que a rotagdo R (0,90,0).

2.6 Parametrizacao de Rotagoes por Quatérnios

Lembremos que, conforme demonstrado em 3.2, uma rotagao de angulo 6 em
. . AN ~ A
torno de um eixo F com vetor diretor unitério u, é dada pela fungao: R(6,u) : R? —

IR?, definida por:
A ALA . A 3
R(6,u)p = cos(0)p+ (1 — cos(0))(p-uw)u+ sin(@)(uAp), VpeR.
Vimos também em 2.4, que todo quatérnio unitario
q=w,(z,y,2)]=w+zi+yj+zk € S,
pode ser escrito na forma ”polar”
A

q = [cos(0), sin(0)u],

A o
onde § € (—m, 7] e uéum vetor unitario do IR®.
Daremos a seguir a definicao de uma funcao que desempenhard papel funda-

mental na representacao de rotacoes por quatérnios.

Definigao . Para cada q € S, ¢q indicard a fungao que associa a cada quatérnio

puro p = [0, (z,¥,2)] = 0+ zi+ yj + zk o quatérnio puro ¢q(p) = apq .
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Para dar consisténcia a definicao acima demonstraremos a seguinte:
Proposigao. Seq =[w , v] € S e p = [0,v] é um quatérnio puro, entao o
quatérnio p’ = qpq ! é puro, isto é, tem parte real nula.
Prova. Indicando-se por Re(q) a parte rela de um quatérnio q, mostra-se

facilmente a relagao semelhante a dos ntimeros complexos: 2Re(q) = q + q*. Logo,

2Re(q) = (P'+p")
= (qpq Y+ (ap'a )
= (apP'q’) + (ap'q")"
= (apP'q’) + (ap'q")"
= (ap'q’) + (ap"q")
= q(p' +p")q’
= q0q’
= 0
= 0

Mostraremos a seguir o seguinte resultado fundamental:
Teorema. Se q = [w, V] = [cos(0) sen(@)ﬁ] € S, entdo, identificando IR* com o

subconjunto dos quatérnios com parte real nula, tem-se

Prova. Seja p € IR®. Identificaremos p com o quatérnio p = [0, p] . Temos:

eq(p) !

qpq

*

= apq
[w, V][0, pl[w ,v]

[w, v][p-v, wp—(pAV)

= [w(p-v)=v-(wp—(pAV)), wwp—(pAV)+{@-v)Vv+vA(wp—(pAV))]
0, wp—wpArv)+(p-v)V-w(pAv)+ (v p)v— (v V)p|

[0, (w? = (v-v))p+2(p V)V +2w(vAp)]
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Sendo w = cos(f), v = sen(&)ﬁ temos:

vq(p) = apq’
= [0, (cos(6) — sen?(0))p + 2sen?(6)(p - W) + 2cos(0)sen(0)(1 A p)
= [0, cos(20)p + (1 — cos(20)(p - 0)u + sen(20)(u A p)]
= cos(20)p + (1 — cos(20)(p - W) + sen(26)(1 A p)
= R(20,1)(p).

Coroldrio. Se q = [w , v| = [cos(6/2) , sen(9/2)ﬁ] € S, entdo, identifi-
cando IR? com o subconjunto dos quatérnios com parte real nula, tem-se

A
Spq = R (8711)

A proposicao seguinte mostra que a rotagao parametrizada por um quatérnio qu,
seguida de uma rotagao parametrizada por um quatérnio q; é a rotacao parametriza-
da pelo quatérnio produto q,q,. A facilidade para compor rotagoes representadas

por quatérnios,entre outras, é uma das boas vantagens desta parametrizacao.

Proposigao. Se q;, q, € S , entao

¥q,¥q, = ¥q,q,

Prova. Seja p = [0,p] € R . Tem-se:

(pq,Pq,)(P) = ¢q,(¢q,(P))
= ¢q,(qpa; )
= qi(qpq; ar!
= (a19)P(a19,) "
= (¥q,q,)(P)
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2.7 DMatriz de uma Rotagao parametrizada por Quatérnio

A seguir vamos determinar a matriz ortogonal positiva correspondente & rotacao
¢q, parametrizada pelo quatérnio q. Mais precisamente vamos mostrar o seguinte

resultado:

Proposigao. Se q = [w, (z,,2)] € S, entdo a matriz da rotagao ¢q em coorde-

nadas cartesianas é definida por:

1—2(2+2%) 2zy— 2wz 2xz + 2yw
[pq] = 2ry + 2wz 1—2(z*+ 2%  2yz— 2wz
2xz — 2yw 2uz + 2wz 1 —2(2? 4+ y?)

Prova. Para quaisquer q, = [w1, (z1,91,21)] € qy = [we, (%2, Y2, 2] fixados em H |

podemos considerar as fungoes lineares Lg, e Rq, de H em H , definidas por:

Lq,(¢) = aqqa, Vg€ H (multiplicacdo a esquerda)
Rq,(q) = qaq,, Vg€ H (multiplicagao a direita)

O produto de dois quatérnios q,q,, onde q; = [wy, (1, Y1, 21)] e Qy = [wa, (T2, Y2, 22),
é conforme 2.1, definido por:
Q14 = WWy — 1T — Y1Y2 — 2122
+  (wnxe + wery + Y122 — 21991
+  (wrye + woyr + 2129 — T122)j
+

(w12 + woz1 + 1Y — Y122)k

Decorre daf que na base {i,j,k,1} as fungoes Lq, e Rq, podem ser representadas

pelas matrizes:



w1
21

[Lq,] =
—Y%

—2 Yy
wy —¥1 Y
I wy =1

Y1 —cZ1 W

[Rq,] =

Wy 29
—2Z9 wWo
Yo —T2
—T2 Y
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—Y2 T2
To Yo

)
Wy 29
—Z2 W

O produto qpq ! pode ser visto como uma multiplicacao de p por q !

a direita, seguido de uma multiplicacao por q a esquerda.

Portanto temos:

Segue que :

[@q] =

vq(P)

Lg R q ]
[Lqll R q-1]

w2—|—x2—y2—z

2xy 4+ 2wz
2xz — 2wz

0

2

2xy — 2wz
y2 — 24wz
2yz + 2wz
0

Sendo q unitéario temos as identidades:

w422 = 1—(y?+2%)

2

20z + 2wy
2yz — 2wz

2 y? — 2?4 w?

0

o o O

Substituindo estes valores na “tiltima matriz obtemos a matriz de g em coordenadas

homogeneas:
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1—2(y*+2%) 2zz— 2wz 2zz + 2wy
2zy + 2wz 1—2(x*+2%)  2yz— 2wz
[‘Pq]h =
2wz — 2wz 2uz + 2wz 1—2(z? 4+ 9?)

0 0 0

o O O

Eliminando a ultima linha e a tltima coluna obtemos a matriz de pq em co-

ordenadas cartesianas:

1—2(y*+2?)  2zy— 2wz 2xz + 2yw
[pq] = 2ry + 2wz 1—2(z*+ 2%  2yz— 2wz
2xz — 2yw 2uz + 2wz 1 —2(2? 4+ y?)
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3 ANIMACAO E INTERPOLACAO DE
ROTACOES

3.1 Preliminares.

Nas secOes anteriores, estudamos quatro alternativas para representar uma
rotacao: Angulo-eixo, Matrizes, Angulos de Euler e Quatérnios. A seguir vamos
examinar a adequacao destes parametros com relacao aos métodos de interpolacao

e animacao de rotagoes.

Definicao. Seja M um espaco métrico. Uma interpolacao entre dois pontos

Ae B de M é uma curva continua y(A, B,t) : [0,1] — M, tal que,

v(A,B,0) = A e,
v(A,B,1) = B.
Nas aplicacoes que faremos, M serd um dos espacos: IR?, SO(3), M3(R) ou a
esfera unitdria S de H . A curva y(A, B,[0,1]) serd um segmento de reta ou um

grande arco sobre a esfera S, ligando o ponto A ao ponto B.

3.2 Interpolacao Linear de Rotacoes representadas por Ma-

trizes
Quando representamos rotagoes por matrizes ortogonais positivas, estamos

fazendo uso do conjunto SO(3) como espaco de parametros. A interpolagao mais

simples entre duas matrizes A, B € SO(3), é definida pela fungao:

LinMat(A,B,;t) = (1-t)A+tB: [0,1] — M3(IR)

chamada Interpolagao Linear de Matrizes.

Uma séria restricao ao uso desta modalidade de interpolagao é que o conjunto
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SO(3) nao é fechado em relagao as operagoes adigao e multiplicagao por escalar. Em
consequéncia a matriz interpolada (1 — t)A 4 ¢B pode nao ser ortogonal positiva,
portanto pode nao representar uma rotacao.

Este problema estd presente mesmo nos casos mais simples de interpolacao
de rotacbes em torno de um mesmo eixo. Na figura 1.4 abaixo, mostramos uma
sequencia de 24 retangulos, gerados pela aplicacao ao retangulo original M :=
{(2,0,0),(5,0,0),(2,0,5),(5,0,5)}, das rotagdes interpoladas por LinMat(A,B,t)

entre as matrizes

1 00 0 -1 0
A=101 0 e B=11 00
0 01 0 01

Estas matrizes representam rotacoes em torno do eixo Oz, repctivamente de 0°

e 90°. O resultado da animagao é completamente insatisfatério.

Figura 1.4 : Animacao gerada por Interpolacao Linear de Matrizes, representantes

de rotacoes em torno de um mesmo eixo.
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No caso de interpolacao de matrizes que representam rotagoes em torno de eixos
diferentes, o resultado também é insatisfatorio pelas mesmas razoes ja expostas.

Na figura 2.4 apresentamos uma sequéncia de rotacgdes aplicadas ao retangulo

M, geradas pela interpolacao linear entre as matrizes:

10 0 01 0
A=10 0 -1 e B=110 0 |,
01 0 00 —1

as qualis representam respectivamente, rotacao de 90” em torno do eixo Oz e rotacao
. . o A
de 180° em torno do eixo I/ pela origem, na direcao do vetor u = (%, %, 0).

Pode-se verificar que
det( LinMat(A,B,t) ) =1— 3t 4 3t

e entdo as matrizes interpoladas (¢ # 0 e £ # 1) nao sdo matrizes ortogonais positivas,

logo nao representam rotacoes.
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Figura 2.4 : Animacao gerada por Interpolacao Linear de Matrizes, representantes

de rotacdes em torno de eixos diferentes. .

3.3 Interpolacao Linear de Rotacgoes representadas por

Angulos de Euler.

Uma rotacao expressa por Angulos de Euler tem a forma: R = R(0,,0,,0,). E
usual fixar a ordem das rotacdes parametros em torno dos eixos coordenados como
sendo da direita para a esquerda, ou seja, o efeito da rotagao R é obtido aplicando-se
ao objeto primeiro a rotacao de angulo 8, em torno de Oz, seguida da rotacao de

angulo 0, em torno do eixo Oy, seguida da rotagao de angulo 0, em torno do eixo Oz.

A terna de numeros (0,,0,,0,) pertence ao espaco IR®>.  Por esta razio
dizemos que uma rotacao especificada por angulos de Euler estd parametrizada pelo

espaco IR®. Assim, interpolar estas rotacoes equivale a interpolar pontos do IR®.

Dados dois pontos (g, Yo, 25) € Q(z1,%1, 21) € IR?, a interpolacao definida pela

curva:

LinEuler(P,Q,t) = (1-t)P+tQ: [0,1] — R?

é chamada Interpolagao Linear de Angulos de Euler

Na figura 3.4 mostramos uma sequéncia de triangulos, obtida pela aplicagao
ao triangulo original Tr := {(1,1,1),(3,3,1),(2,2,4)} das rotagbes interpoladas
por LinEuler(P,Q,t) , entre as rotagbes em torno do eixo Oz, definidas por:
Ry = R(0,0,0) e Ry = R(360,0,0,0) . Neste caso simples o resultado é satisfatério.
A razdo é que as rotacOes interpoladas ((1 —t)R1 + tR2)0<t<1) sdo bem formadas,

isto é, sdo transformacoes lineares ortogonais positivas.
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i paais SR S TR
=R

Figura 3.4 : Animacgao gerada por Interpolacao Linear de angulos de Euler,

representantes de rotacoes em torno de um mesmo eixo. .

Nos casos em que os eixos de rotacgao sao diferentes o resultado pode nao ser
satisfatorio. Em geral quando se interpola rotacdes em torno de eixos diferentes,

parametrizadas por Angulos de Euler, as imagens tendem a se mover para os lados,

gerando animacoes fora da realidade.

Figura 4.4 : Animacao gerada por Interpolacao Linear de angulos de Euler,

representantes de rotagdes em torno de eixos diferentes.
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Na figura 4.4 mostramos a animacao de uma sequeéncia de imagens do retangulo
M | cujas orientagdes foram interpoladas por LinEuler(P,Q,t) , entre as rotagoes

definidas pelos angulos de Euler Ry = (90,0, —90) e Ry = (0,45,90).

3.4 Interpolacao Linear de Rotacgoes representadas por

Quatérnios.

Vimos anteriormente que quatérnios unitarios parametrizam rotagoes no espago
c g . . . A
tridimensional. Mais precisamente, se q = [w , (x,y,2)] = [cos(0) , sen(@)u)], onde

1 6 um vetor unitério do IR?, entdo
A

Dados q, e q; na esfera unitdria S de H , a interpolagdo entre q, e q

definida por

Lerp(q,,q;,t) = (1—t)g, +tq,: [0,1]— H

é chamada Interpolagao Linear Quatérnica.

O conjunto {(1—t)q,+tqy, t € [0,1]} é um segmento em H , ligando q, a q; ,
com todos os pontos (exceto os extremos) interiores a esfera S . Assim os quatérnios
interpolados nao possuem maédulos unitarios. Embora representem a mesma rotacao
que seus correspondentes em S , o fato de nao serem unitarios interfere na ve-
locidade da curva interpoladora, provocando o aparecimento de quadros com es-
pacamentos irregulares. Este efeito indesejavel pode ser corrigido com operacoes de
normalizacao de altissimo custo computacional.

Na figura 5.4 exibimos a animacao de uma sequéncia de imagens do retangulo

M, obtidos pela interpolacao linear dos quatérnios unitarios:

o = 5, G353

q, = [0.6532, (0.2705, 0.2705, 0.6532)]
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0s quais parametrizam as rotacoes da animacao anterior, repectivamente
Ry = R(90,0,—90) e Ry = (0,45,90).

Observa-se claramente a aglutinacao de quadros na metade da curva, onde a

velocidade é maxima.

Figura 5.4 : Animagao gerada por Interpolacao Linear de quatérnios,

representantes de rotagdes em torno de eixos diferentes.

3.5 Interpolacao Linear Esférica de Rotagoes representadas

por Quatérnios.

Conforme vimos na segao anterior, a interpolacao linear entre dois quatérnios
q, € q;, através de um segmento unindo q, a q;, tem o incoveniente de nao manter
constante a velocidade nem a norma unitaria, afetando a regularidade da distribuicao
dos quadros.

Para evitar tais problemas, a idéia é interpolar estes pontos através de um
caminho sobre a esfera unitdria S, ligando q, a q;, chamada “gande arco de

interpolacao” . Este caminho é definido pelo gréafico da funcao:



SLerp<q07 qlut) =

sen((1-1)¢)

sen(@)

q, +

sen(te)
sen(®)

q; :

[0,1] = 57

onde ¢ é o angulo formado pelos vetores q, e q;, definido por ¢ = cos™1(q, - q;)-
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A funcao acima é chamada Interpolagao Linear Esférica de Quatérnios.

A regularidade da animacao de quadros interpolados por este método se justifica pelo

fato de que a interpolacao se dé em torno de um eixo, exatamente como estabelecido

pelo Teorema de Euler, o qual em linguagem geométrica atual poderia ser enunciado

como segue:

Dadas duas orientacées O e O’ de um objeto, existe um eizo F C R* e um

angulo ¢ € (—m, 7|, tal que, O’ € o rotacionado de O , de angulo ¢ em torno de

E.

Para estabelecer comparacao interpolamos os quatérnios da animacao anteri-

or usando a funcao Slerp(q,,q;,t).

mostram a eficiencia deste método de interpolacao.

Os resultados exibidos na figura 6.4 abaixo

Figura 6.4 : Animagao gerada por Interpolacao Linear Esférica de quatérnios,

representantes de rotagdes em torno de eixos diferentes.
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CONCLUSOES

Estudo Comparativo das representagoes

O ideal seria parametrizar o espaco das rotacoes por um conjunto cujos elemen-
tos pudessem ser caracterizados por apenas trés valores. A estrutura algébrica desta
parametrizacao hipotética deveria ser simples, de modo a permitir que as operacgoes
de armazenamento, concatenacao e interpolacao pudessem ser efetuadas com efi-
ciéencia e baixo custo computacional.

A seguir, vamos analisar dentre as parametrizagoes estudadas: angulo-eixo, ma-

tricial, angulos de Euler e quatérnica, qual delas mais se aproxima da ideal.

Representacao angulo-eixo

Esta representacao utiliza um vetor unitario i e um angulo 6, portanto a repre-
sentacao exige 4 parametros.

A concatenacao ou composicao de duas rotagoes representadas por angulo-eixo
se faz de maneira indireta. Convertem-se ambas para a forma matricial, multiplicam-
se as matrizes e converte-se o produto a forma original angulo-eixo. O custo deste
procedimento é de: 58 multiplicagoes, 46 adigdes, 1 divisao e 6 chamadas a fungoes
trigonométicas.

O rotacionamento de um vetor ou ponto do IR? é feito via Férmula de Rodrigues

a um custo de 31 operacoes, sendo 19 multiplicacoes e 12 adigoes.

Representacao por Matrizes

A representagao de rotagdes por matrizes 3 X 3 tem alto custo relativamente ao
armazenamento. Exige 9 parametros ou 3 vetores de uma base ortonormal. A con-
catenacao de duas rotacoes representadas por matrizes é realizada multiplicando-se
as matrizes representantes. Kste procedimento utiliza 27 multiplicagoes mais 18

adicoes. O custo total é de 45 operacoes.
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O rotacionamento de um vetor é realizado pela multiplicacao da matriz
representante pela matriz das coordenadas do vetor. O custo é de 15 operagoes,

sendo 9 multiplicagoes e 6 adigoes.

Representacao por Angulos de Euler

A representacao por Angulos de Euler, qualquer que seja a ordem dos eixos
escolhida, utiliza 3 parametros, que sao os angulos 0,,0, e 0,.

A parametrizacao por angulo de Euler além de ser ambigua e apresentar pro-
blemas do tipo ”Gimbal Lock”, conduz mal a concatenacao de rotagoes. E feita por
método indireto. Converte-se cada terna de angulos representantes das rotagoes para
o formato matricial, em seguida multiplicam-se as matrizes resultantes e converte-
se a matriz produto ao formato original angulos de Euler. Devido a problemas
numéricos com esta ltima operacao o resultado é aproximado. O custo computa-
cional da concatenacao nesta modalidade de representacao é alto. Sao necessarias
34 multiplicagoes, 24 adigoes e 10 chamadas a fungdes trigonométricas.

O rotacionamento de um vetor ou ponto do IR* também néo é eficiente. Séo

necessarias 12 multiplicagoes, 6 adigoes e 6 chamadas a fungdes trigonométricas.

Parametrizacao por Quatérnios

A representacao de rotacoes por quatérnios exige 4 parametros, um correspon-
dente a parte real e 3 correspondente as componentes do vetor que constitui a parte
imaginaria do quatérnio.

A concatenacao de duas rotacoes representadas por quatérnios, como no caso
das matrizes, é realizada multiplicando-se os quatérnios representantes na ordem
em que as rotagoes foram consideradas. O quatérnio produto serd o parametro da

rotacao concatenada ou composta. O custo da concatenacao de rotacoes com esta
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representacao é de 16 multiplicacoes e 12 adigoes.

O rotacionamento de um vetor ou ponto do IR* por uma rotacéo representada
por um quatérnio é realizada como produto de trés quatérnios. O custo deste pro-
cedimento é de 21 multiplicacoes e 12 adicoes; bem mais do que 9 multiplicacoes e 6
adicoes exigidos pela representacao matricial, porém equivalente a 18 muiltiplicagoes
e 12 adigoes exigidas pela representacao angulo-eixo via Férmula de Rodrigues.

A tabela abaixo sintetiza nossa anélise e nos leva a concluir que a representacao

quatérnica é a mais proxima da ideal.

Formato da Representacgao
Operacao Angulo—eixo Matricial Angulos de Euler | Quatérnica
Armazenamento 4 9 3 4
Concatenacao 56M+46A+1D | 27M+18A 34M+24A 16M+12A
+6 Trig + 10 Trig
Rotacionamento 19M+12A OM+6A | 12M+6A+6Trig | 21M+12A

Sobre Interpolacao

A interpolacao linear de rotagoes representadas por angulo-eixo ou por angulos
de Euler, sé produz resultados satisfatérios nos casos simples, em que as rotagoes
a serem interpoladas ocorrem em torno de um mesmo eixo. No texto analisamos
somente um dos casos devido a semelhanca entre eles.

Nos casos em que as rotacoes a serem interpoladas linearmente, sao especificadas
por angulos de Euler e nao ocorrem em torno de um mesmo eixo, o resultado nao
é satisfatério. Por outro lado, rotacoes representadas por angulo-eixo nao sao inter-
polaveis, isto é, a interpolacao entre elas nao estd definida.

A interpolacao linear de rotacgoes representadas por matrizes ou por quatérnios,
apresenta problemas semelhantes. Em geral as matrizes interpoladas nao represen-

tam rotacoes e os quatérnios interpolados nao sao unitarios. Estes problemas podem



31
ser contornados com procedimentos de reortogonalizacao e normalizacao que tem
alto custo computacional.

Finalmente, a interpolacao esférica de rotacoes representadas por quatérnios,
apresenta um consideravel ganho de qualidade visual e operacional, na medida em
que todos os quatérnios parametros ficam sobre a esfera unitdria e a curva que os
liga tem velocidade constante. Na subsecao anterior concluimos que quatérnios era a
melhor opcao para representar rotacgoes relativamente aos aspectos de armazenamen-
to, concatenacao e rotacionamento. Podemos acrescentar agora que a representacao

quatérnica de rotacoes é também a melhor opcad para produzir interpolagoes.
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A APENDICE
Implementacoes

Nesta seccao apresentaremos os procedimentos que implementam as principais
funcoes da 4dlgebra dos quatérnios usando a linguagem do sistema de computacao

algébrica Maple.

A.1 Adigao de Quatérnios: Ad(q,p)

Ad:—proc(q,p):

q:p:

[a[1]+p[1].[a[2]-+p[2].a[3]+DP[3].q[4]+P[4]]]: end proc:
Exemplo: Ad([1,1,1,1],/2,2,2,2])=[3,/3.3.3]]

A.2  Multiplicagao de Escalar por Quatérnio : Me(s,q)

Me:=proc(s,q):

[s*q1],[ s*q[2].s*q[3],s¥q[4]]]:end proc:
Exemplo: Me(2,[2,3,2,2]);=[4, [6, 4, 4]]

A.3 Multiplicagao de Quatérnios - Forma vetorial : M(p,q)

M:=proc(q,b):

q: p:

s:=[q[2],q[3].q[4]]: t:=[b[2],b[3],b[4]]:

evalf([q[1]*b[1]-dotprod(s,t ),evalm(q[1]*t+b[1]*s+-crossprod(s,t))]):
end proc:

Exemplo: M([2,1,1,1],/3,2,1,-1])=[4., [5., 8., 0.]]



A4 Multiplicacao de Quatérnios - Forma
M*(p,q)

M*:=proc(p,q)

w:=p[1]:x:=p[2]: v:=p[3]:z:=p[4]: w¥:=q[l]:x*:=q[2]:y*:=q[3]: z*:=q[4]:
A:=matrix(4,4,[w,X,y,2, -X,W,2,-Y ,-Vi-Z,W,X, ~Z,Y,-X,W|):
J:=transpose(A):

X:=matrix(4,1,[w*x* y*z*]); L:=evalm(J 6 * X);

[L[1,1],[L[2,1], L[3,1], L[4,1]]]: end proc:

Exemplo: M*([2,1,1,1],/3,2,1,-1])=[4, [5, 8, 0]]

A.5 Conjugagao de Quatérnios: Conj(q)

Conj:=proc(p):
['pl1], [-p[2]-p[3]-p[4]] | : end proc:
Exemplo: Conj([3,1,0,8])=[3, [-1, 0, -8]]

A.6 Norma: Nor(q)

Nor:=proc(p):
p[11"2 + p[2]"? + p[3]"? + p[4]"?:end proc:
Exemplo: Nor([1,3,3,1])= 20

A.7 Moédulo de um quatérnio: Mod(q)

Mod:=proc(p):
sqrt(p[1]"? + p[2]"? + p[3]"? + p[4]"?):end proc:
Exemplo: Mod([1,1,1,1])=2
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matricial:
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A.8 Inverso de um Quatérnio: Inv(q)

Nor:=proc(p):

p[1]"2 + p[2]"2 + p[3]"2 + p[4]"? :end proc:
Inv:=proc(q):

Conj(q)/Nor(q): end proc:

Exemplo: Inv([1,1,1,1]= [1/4, [-1/4,-1/4, -1/4]]

A.9 Construindo o unitario de um Quatérnio

Unit:=proc(q):
q:

[ al1]/Mod(q).[ q[2]/Mod(q).q[3]/Mod(q),q/4]/Mod(q)]|:end proc:
Exemplo: Unit([1,1,1,1])=[1/2, [1/2,1/2, 1/2]]

A.10 Forma Polar do Unitario de um Quatérnio: Fpl(q) )

Fpl:=proc(q):
Unit:=proc(q):

q: [ q[1]/Mod(q),[ q[2]/Mod(q),q[3]/Mod(q),q[4]/Mod(q)]]: end proc:

U:=Unit(q):

xi=arccos(U[1]):

theta:—evalf(convert (x,degrees), )

if U[2]=[0,0,0] then y=1 else y == sqrt((U[2][1])22 + (U[2][2))A2 + (U[2][3])"2) end if:
z=[U[2)[1]/y.U[2)[2]/¥.U[2][3]/y]:

Exemplo: Fpl([4,4,4,4])= [ cos(60.*degrees), sen(60.*degrees)[1/(3v/3),1/(3v/3),1/(3v/3)]]
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B APENDICE

Implementacoes

B.1 Interpolagao Linear de Matrizes - (Fig 1.4)

restart; with(linalg): with(plots):

W:=proc(t):

F:=[[2,0,0],[5,0,0],[5,0,5],[2,0,5] |:
A:=matrix(3,3,[1,0,0, 0,1,0, 0,0,1 ]):
B:=matrix(3,3,[0,-1,0, 1,0,0, 0,0,1]):

G:=tr evalm((1-t)*A+t*B ):

polygonplot3d( [ seq( evalm( G(t)&*F[j]), j=1..4)]):
end proc:

a:=display(W(0), W(1)):

b:=display(seq( W(j/24),j=0..24), color=white):
display(b);

B.2 Interpolagao Linear de Matrizes - (Fig 2.4)

restart;with(linalg): with(plots):

Lim:=proc(t):

A:=matrix(3,3,[1,0,0, 0,0,-1,0,1,0]):

B:=matrix(3,3,(0,1,0,1,0,0,0,0,-1]):

F:=[[2,0,0],[5,0,0],[5,0,5],[2,0,5] ]:

J:=t— evalf( (1-t)*A+t*B ):

a:=polygonplot3d( [ evalm(J(t)&*F[1]), evalm(J(t)&*F[2]) evalm(J(t)&*F[3]),
evalm(J(t)&*F[4))]):

display(a): end proc:

b:=display( seq( Lim( j*1/1 ),j=0..1 ) , color=yellow ):



display(b):
display(b, seq( Lim( j*1/24 ),j=0..24 ),color=white );

B.3 Interpolagao Linear de angulos de Euler - (Fig 3.4)

restart;with(linalg): with(plots):

MR:=proc(thetal,theta2,thetald): R3:=matrix(3,3,[Cz,-Sz,0,5z,Cz,0,0,0,1]):
R2:=matrix(3,3,[Cy,0,5y,0,1,0,-y,0,Cy]):

R1:=matrix(3,3,[1,0, 0, 0, Cx,-Sx,0,5x,Cx)):
Sx:=sin(thetal):Cx:=cos(thetal):Sy:=sin(theta2):
Cy:=cos(theta2):Sz:=sin(theta3): z:=cos(theta3):

M:= evalm(R1&*R2&*R3): end proc:

LinEuler:=proc(P,Q,t):

F:=[[1,1,1),[2,2,4].[3,3.1]]:

Je=ti— evalf( (1-t)*[P[1],P[2].P[3]| +t*[Q[1],Q[2],QI3]] 4):
a:=polygonplot3d( [ evalm(MR(J(t)[1],J(t)[2],J(t)[3))&*F[1)),

evalm(MR (J (1) [1].J(£) 2.3 (1) [3)) &*F[2)),

evalm (MR (J(t)[1].J(6) [2],3(t) 3 &*F[3]) ]):

display(a): end proc: b:=LinEuler( [0,0,0],[0,0,2*Pi],0 ):
display(b, seq( LinEuler( [0,0,0],[2*Pi,0,0],i*1/36 ),j=0..36));

[
]

B.4 Interpolagao Linear de angulos de Euler - (Fig 4.4)

restart;with(linalg): with(plots):
MR:=proc(thetal,theta2,theta3):
R3:=matrix(3,3,[Cz,-Sz,0,5z,Cz,0,0,0,1]):
R2:=matrix(3,3,[Cy,0,5Sy,0,1,0,-Sy,0,Cy]):
R1l:=matrix(3,3,[1,0, 0, 0, Cx,-Sx,0,5x,Cx]):
Sx:=sin(thetal):Cx:=cos(thetal ):Sy:=sin(theta2):

36
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Cy:=cos(theta?):Sz:=sin(theta3): Cz:=cos(theta3):
M:= evalm(R1 &*R2 &* R3): end proc:
Lim:=proc(P,Q t):
F:—[[2,0,00,[5,0,0],[5,0,5],2,0,5] |
Ji=t — evalf( (1-t)*[P[1],P[2], P[3]]+t*[Q[1],Q[2].Q[3]] ):
U:=MR(J(t)[1],J(t)[2],J(t)[3]):
a:=polygonplot3d( [ evalm(U & *F[1]), evalm(U&*F[2)),
evalm(U &*F[3]),evalm(U & *F[4])]):
display(a): end proc:
h:=display( seq( Lim( [Pi/2,0,-Pi/2],[0,Pi/4,Pi/2],j ),j=0..1),
View=[-7..7,-7..7,-7..7] color=yellow);
k:=display( seq( Lim( [Pi/2,0,-Pi/2],[0,Pi/4,Pi/2],j/24 ),j=0..24), color=white):
display (k);

B.5 Interpolagao Linear de Quatérnios - (Fig 5.4)

restart; with(linalg): with(plots):

Ling:=proc(ql,q2,t):

F:=[[2,0,0],[5,0,0],[5,0,5],[2,0,5] |:

Ji=t— (1-t)*ql+t*q2:
x:=evalf(J(t)[1]):y:=evalf(J(t)[2]):z:=evalf(J(t)[3]):w:=evalf(J(t)[4]):
M:=matrix(3,3,[1-2*(y" 242" 2), 2*x*y-2*z*w 2*x*z4+2*y*w, 2*¥x*y+2%7*w,
1-2%(x"242"2), 2*y*z-2%x*w,2*x*z- 2%y *w 2¥y*z 2% xF w,1-2% (v 24x" 2)]):
a:=polygonplot3d([ evalm(M &*F|[1]),evalm(M&*F[2]),
evalm(M&*F|[3]),evalm(M&*F[4]) | ):

end proc:

ml=(Ling([1/2, 1/2-1/2,1/2], [.2705980500, .2705980500, .6532814824,
.6532814824],0), color=red):
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m2=(Linq([1/2,  1/2-1/2,1/2],[.2705980500,  .2705980500,  .6532814824,
6532814824],1),
color=yellow):
m3:=display(seq( Linq([1/2, 1/2,-1/2,1/2],[.2705980500, .2705980500, .6532814824,
.6532814824],j*1/24),j=0..24), color=white ): display(m1l,m2); display(ml,m2,m3);

B.6 Interpolagao Esférica de Quatérnios - Fig(6.4)

with(linalg): with(plots):

Sl:=proc(ql,q2,t)

theta:=angle(ql,q2):

F:=[[2,0,0],[5,0,0],[5,0,5],[2,0,5] |:

J:=t— evalf( (sin((1-t)*theta)/sin(theta) )*ql+sin(t*theta)/sin(theta)*q2 ):
x:=evalf(J(t)[1]):y:=evalf(J(t)[2]):z:=evalf(J(t)[3]):w:=evalf(J(t)[4]):
M:=matrix(3,3,[1-2*(y" 242" 2), 2*x*y-2%*z*w,2*x*z4+ 2% y*w,

2¥x*y+2%* 7% w, 1-2%(x"242"2),

2¥y*z-2% xKw 2K xHz-2% y M w 2%y *z 4+ 2Fx*w, 1-2% (v 24x" 2))):

a:=polygonplot3d([ evalm(M&*F[1]),evalm(M&*F|2]),
evalm(M&*F|[3]),evalm(M&*F[4]) | ):

end proc:

m1:=S1([1/2, 1/2,-1/2,1/2),].2705980500, .2705980500, .6532814824, .6532814824] 0):
m2:=S1([1/2, 1/2,-1/2,1/2],].2705980500, .2705980500, .6532814824, .6532814824] 1):
m3:=display( seq(S1([1/2, 1/2,-1/2,1/2],].2705980500, .2705980500, .6532814824,
.6532814824],j*1/24),j=0..24), color=white ): display(m1l,m2); display(m3);
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